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1 Uvod i sustav GL

Definicija 1. Formula (¢) je rijec iz jezika kojeg definiramo rekurzivno:
¢u=(F—G)|OF]|L|prop
ako su pritom F i G takoder formule, a prop iz skupa {p,q,r,$,po,D1,D2,---}-

Ako formule gledamo kao izraze s operatorima i operandima, onda [] ima najvisi prioritet i
za — nije predefinirana lijeva ili desna asocijativnost. Imajuéi to na umu, pri pisanju formule
ispustamo zagrade koje ne pridonose jednoznacnosti ¢itanja formule. Kad trebamo govoriti o
(pod)formulama koristimo simbole F, G, H, ...

Definicija 2. Sustav GL (prema Gédel-Lib) je najmangi skup formula sa sljedeéim svojstvima:

e Sadrzi sve tautologije propozicijske logike.!

1 Ako pritom sve podformule oblika (OJF uniformno zamijenimo s novim propozicijskim slovom. Npr. Op —
(O(p — L) — Op) gledamo kao r — (s — 7).
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Za formule F, G vrijedi O(F — G) — (OF — OG) € GL. (shema aksioma K)

Za formulu F, vrijedi O(OF — F) — OF € GL. (shema aksioma G)

Za formule F, (F — G) € GL, vrijedi G € GL. (zatvorenje modus ponensom,)

Za formulu F € GL, vrijedi OF € GL. (zatvorenje nuinoséu)

Za GL postoje hilbertovski aksiomatski sustav prirodno dobiven iz gornje definicije, te sustavi
prirodne dedukcije.

Klasi¢na relacijska semantika za GL je valjanost na skupu svih tranzitivnih inverzno dobro
fundiranih modela. Takav model je trojka M = (W, R, V) za koju vrijedi W # 0, RC W2 i R je
tranzitivan i inverzno dobro fundiran, te V-C W X prop.

Valjanost na skupu modela je valjanost u svakom modelu iz skupa, a valjanost u modelu je
istinitost u svim w € W, §to definiramo rekurzivno. M,w E F akko (1) F € prop i wVp, (2)
F=(G—-H) i MwEGili Mwk H,ili (3) F=0GiVz(wRzx — M,z E Q).

GL slabo potpun u odnosu na ovakvu (tzv. relacijsku) semantiku (ili moguéih svjetova,
Kripkeovy, ...). Iz klasiénog dokaza potpunosti (v. [1]) proizlazi prirodan algoritam koji garantira
nalazenje protuprimjera M formuli F' koja nije teorem u gornjoj granici veli¢ine modela ovisnoj
o |F| pa je GL i odlu¢iv sustav.

Neki sustavi modalne logike imaju i (neki i samo) topolosku semantiku. Topoloske interpretacije
su nesto kompliciranije pa ¢emo prvo uvesti neke pojmove iz topologije i teorije skupova.

Zasto traziti druge semantike? Osim §to ne vrijedi jaka potpunost u odnosu na relacijsku
semantiku, polimodalno prosirenje GL s operatorima [n]? nema adekvatnu relacijsku semantiku.
No, ima topolosku semantiku. Ovaj je rad ogranicen na GL i njegovu topolosku semantiku.

Osnovni rezultat dao je Leo Esakia u [2]. Pokazao je potpunost GL u odnosu na rasprsene
topoloske prostore. Taj su rezultat neovisno nadogradili Abashidze i Blass. Oni su pokazali da je
GL potpun i u odnosu na ordinal w* promatran kao topoloski prostor s uredajnom topologijom.
Toc¢nije, Blass je to pokazao za tzv. filtersku semantiku, no kako ¢ée se vidjeti u posljednjem
poglavlju (teorem 53) taj se rezultat moze prilagoditi rezultatu za topolosku interpretaciju.

Rad se fokusira na Blassov dokaz iz [3], veéina definicija i dokaza ide u smjeru preduvjeta za
Blassovu verziju dokaza. U okviru tih preduvjeta daje se pregled topoloskih prostora, filtera i
ordinalnih brojeva. S obzirom na to da se Blassov dokaz oslanja na dokaz potpunosti u odnosu na
relacijsku semantiku, navode se i neki rezultati vezani uz manje klase okvira dovoljne za nalazenje
protuprimjera formulama koje nisu GL teoremi.

Sto se tice topoloske semantike, daju se dokazi adekvatnosti za sustave wK4 (klasa svih
prostora) i GL (klasa rasprsenih prostora).

Taj dio je u skladu s Esakijinm rezultatima, no kako je njegov ¢lanak ([2]) nedostupan, ne
izlaze se i dokaz potpunosti. Preostala materija (pretezito u poglavlju o filterima i filterskoj
semantici) je u sluzbi Blassovog dokaza potpunosti u odnosu na w* promatranog kao “okvir” za
filterske modele.

Pokazuje se veza filterske i topoloske intepretacije, odnosno korolar da se iz Blassove filterske
interpretacije moze dobiti i topoloska intepretacija. Na kraju se daje argument da GL niti uz

2 Jako nije vezano uz temu seminara, dobro je spomenuti da je GL najzanimljiviji jer adekvatno i potpuno
opisuje logiku predikata Dokazivo(#F') u klasi¢nim formalnim aritmetikama, gdje je #F numeral Gédelovog broja
formule F. OF ¢itamo kao Dokazivo(#F), i svaki teorem GL tako preveden daje istinitu i dokazivu formulu
aritmetike. Veza je vrlo duboka jer vrijedi i u drugom smjeru, od formula aritmetike ka GL. Ta je veza zanimljiva

n-dokazivost (kojom ¢itamo [n]) je dokazivost uz n primjena tzv. w pravila. To je hipotetsko pravilo u kojem iz
beskonac¢nog niza formula koji za n € N sadrzi formulu F(#n) (#n je numeral broja n) izvodimo formulu VnF(n).

Ako postoji n za koji je F' n-dokaziva, tada je F' istinita. Unija svih takvih formula €ini standardni (aritmeticki
nedefinabilan) model aritmetike.
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semantiku w* topoloskog prostora nije (lokalno) kompaktan niti je u odnosu na takvu semantiku
jako potpun.

2 Ordinali kao topoloski prostori

2.1 Topoloski prostori

Osnovni pojam topologije je topologki prostor koji definira (1) tocke prostora i (2) “otvorene”
podskupe prostora.

Uz ta dva pojma, topologija moze formalizirati neke druge pojmove iz metrickih prostora
poput okoline tocke i gomilista.

Ako se zele dobiti neka svojstva klasi¢nih prostora, npr. da okoline gomilista u R™ sadrze
beskona¢no mnogo drugih tocaka, mogu se dodavati dodatni uvjeti na prostore. Neka ceséa
ogranic¢enja daju tzv. aksiomi separacije.

Definicija 3. Topoloski prostor je par (X,T). Vrijedi:

e X je proizvoljan neprazan skup i njegove elemente mazivamo tockama. Cijeli prostor
takoder oznacavamo s X, osim kad smisao ne bi bio jasan.

e Tje familija podskupova od X, tj. T C P(X) (topologija). Te vrijedi:
1. 0,XeT,

2. Tje zatvorena na konacéne presjeke i

3. Tje zatvorena na proizvoljne unije.

Topologija je diskretna ako sadrzi sve podskupove od X. Ako sadrzi samo () i X naziva se
indiskretna.
Postoje neke intuicije iza dopustanja samo konacnih presjeka, ali proizvoljnih unija.

Napomena 4 (Motivacija iza proizvoljnih unija i konacénih presjeka). U ovoj napomeni okolinu
shvadamo kao nadskup “otvorenog skupa”, tj. skupa O(x) = {y | d(z,y) < €} za proizvoljno mali
€, gdje je d metrika. U topologiji se pojam okoline tocke t definira kao proizvoljan nadskup nekog
otvorenog skupa koji sadrzi t. Ovdje se tek daje intuicija $to je otvoren skup, pa koristimo pojam
okoline iz metrickih prostora.

Otvorene skupove zamisljamo kao skupove koji sadrze bar jednu okolinu (susjedstvo) svakog
svog elementa. Tako npr. zatvoren krug (s kruznicom) nije otvoren skup jer bilo koja okolina
tocke na kruznici sadrzi i barem jednu tocku izvan zatvorenog kruga. Sliéno, otvoreni krug (bez
kruznice) je otvoren skup.

Ako gledamo nekakvu proizvoljnu uniju otvorenih skupova Q = U;e1S;, jasno je da ée svaka
tocka imati barem jednu svoju okolinu unutar QQ. To ce biti npr. ista ona okolina koju je imala u
nekom od S;.

Zatim gledamo proizvoljan presjek Q@ = PN Q. Uzmimo x € QQ. Presjek nekih okolina x iz P i
S sigurno sadrzi barem jednu okolinu od x. Pretpostavimo li da nijedna okolina iz x mije potpuno
sadrzana v Q, tada se x nalazi na rubu Q. To je moguce samo ako je x bio na rubu neke od
izvornih okolina, $to je memoguce.

Konacno, pogledajmo proizvoljni presjek Q@ = Nie1S;. Uzmimo otvorene skupove

(T
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u R. Bilo koji konacan presjek je ponovno element tog skupa, pa time i otvoren.
No, presjek svih tih skupova je {0} pa bismo ga morali proglasiti otvorenim $to je protivno
zelji da odrzimo intuiciju otvorenog skupa iz metrickih prostora.

Jos jedna egzoti¢nija motivacija.

Napomena 5 (parafrazirano iz [4], skraéeno i prevedeno). Zamislimo da imamo ravnala R =
{ro,r1,...} takva da je svakom ravnalu pridruzen skup L(r;) duljina. Ako je l € L(r;), tada r;
prilikom mjerenja objekta duljine I moZe poturditi da je objekt doista duljine [.

Dokaz da je duljina objekta iz proizvoljne unije skupa duljina svodi se na uzimangje jednog od
ravnala koje moze poturditi tu duljinu.

Dokaz da je duljina objekta iz konacnog presjeka skupa duljina svodi se na provjeru objekta
svim ravnalima koje odgovaraju skupovima koje dovodimo u presjek.

Ako u presjek dovedemo beskonacéno mnogo skupova, ne bismo mogli demonstrirati pripadnost
presjeku (u konaénom vremenu).

Cesto se promatraju “prirodni” topoloski prostori danog skupa, ili prostori ¢ije su topologije
inducirane nekom operacijom.

Definicija 6. Baza B dane topologije T je skup za koji vrijedi:
e UB=UT,
e B je zatvoren na konacne presjeke i
o T je zatvorenje B U {0} na proizvoljne unije.
Podbaza B dane topologije T je skup za koji vrijedi:
e UB=UT,
e postoji skup B’ koji je zatvorenje B na konacne presjeke i B' je baza T.

Ukratko, podbaza je familija skupova istih toc¢aka koje sadrzi i prostor, i topologija je zatvorenje
na proizvoljne unije zatvorenja podbaze na konacne presjeke.
Primijetimo da podbaza jedinstveno odreduje topologiju, ali ne i obratno.

Definicija 7. Uredajna topologija danog linearno uredenog skupa (X, <) je par (X, T). T éemo
definirati preko podbaze B. Vrijedi:

e {(a,b) € B, ako je a <D,
e [min X, b) € B, ako postoji min X te min X < b i
e (a,max X] € B, ako postoji max X te a < max X.

Primijetimo da druga dva uvjeta imaju s jedne strane ukljucene granice. To bi se moglo
uCiniti protivnim intuiciji iza otvorenih skupova. No te granice su granice samog prostora pa se
ne mogu iskoristiti za dobivanje drugih (polu)zatvorenih intervala.

Uredajna topologija je posebno korisna kad zelimo o R (ali i Q te N) razmisljati kao o
topoloskom prostoru. Otvoreni skupovi R kao metrickog prostora tada se poklapaju s otvorenim
skupovima R kao topoloskog prostora.

Definicija 8. Neka je zadan topoloski prostor (X,T). Tada:
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t € X je gomiliste skupa S C X ako svaki otvoreni skup koji ju sadrzi, sadrzi i neku tocku
t'£t,eS.

Za S C X, sdS oznac¢avamo derivat skupa S. Definiramo ga kao skup svih gomilista skupa

S.
e Za SCX, zacS:=5UdS kazemo da je zatvorenje skupa S.

t € X je izolirana tocka u S C X ako postoji O € T takav da SN O = {t}.

e S C X je gust-u-sebi ako ne sadrzi izoliranu tocku.

X je rasprsen (scattered) ako nema nepraznih gustih-u-sebi podskupova.

S obzirom na to da smo u posljednjoj tocki nanizali nekoliko razina negacija i kvantifikatora,
sazet ¢emo tu definiciju u jedan uvjet.

Napomena 9. (X,T) je rasprien topoloski prostor ako i samo ako
(vsg g) (30 e (Bt € S)HSNO = {t}).

Napomena 10. Nekoliko primjera rasprsenih topoloskih prostora:

e Bilo koji skup uz diskretnu topologiju.

({1,2,3},{0, {1}, {1, 2}, {1,2,3}}).

(N,T), ako je T uredajna topologija na N.

(o, T), ako je a ordinal, a T uredajna topologija na a.
Propozicija 11. Svojstvo rasprsenosti je za konacne prostore (| X| < w) ekvivalentno svojstvu:
Vz,y e X)[(VO€eT)(z €O+ yeO) —>z=y. (A)

Dakle, ne smije postojati (neuredeni) par razlicitih tocaka koje se u otvorenim skupovima uvijek
javljaju u paru.

Dokaz. =. Pretpostavimo da ne vrijedi A. Oznacimo s zq i yo neke tocke koje krse A. Stavimo
So = {x0,yo}. Iz definicije rasprienosti trebao bi postojati otvoreni skup O koji u presjeku s Sy
izolira ili zq ili yo. No, jer xg 1 yo krse A, te se dvije tocke uvijek javljaju u paru.

<. Pretpostavimo da A vrijedi i neka je Sy C X proizvoljan veli¢cinom minimalni skup za
koji vrijedi ) C Sp C X te za koji ne postoji otvoren skup koji izolira neku (to¢no jednu) njegovu
tocku. Primijetimo |Sy| > 2, inace je Sy prazan ili X izolira njegovu jedinu tocku.

Zatim, neka je Iy € T proizvoljan otvoreni skup takav da je skup P = Sy N Iy neprazan i
veli¢inom minimalan (pod uvjetom da je P neprazan). Takav skup sigurno postoji jer za Iy uvijek
potencijalno mozemo odabrati X te imati P = 5.

Prvo, jasno je da 2 < |P| < |X]| jer bismo inace krsili eksplicitne uvjete pri odabiru Sy i P.

Sad zbog A slijedi da za neke razlic¢ite xg,yo € P vrijedi da postoji otvoreni skup Oy koji
sadrzi tocno jedno od zg 1 yp.

P'=PNO0Oy (=SoNIiN0Og),11<|P|<|P|,sto je kontradikcija s odabirom Iy kao onog
kojeg minimizira veli¢inu Sy N Ij. O

Nazalost, ovo lijepo svojstvo nije ekvivalentno rasprsenosti kod beskonacnih prostora. Jednos-
tavan protuprimjer je Q s uredajnom topologijom. Presjek primjerice (0, 1) s bilo kojim otvorenim
skupom, dakle skupom oblika (a, b), nikad nije jednoclan skup. Stoga to nije rasprsen prostor.
No svaka dva racionalna broja mozemo odijeliti nekim otvorenim intervalom.
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2.2 Ordinalni brojevi

GLje potpun u odnosu na klasu rasprenih (scattered) prostora (Esakia), ali je to i jedna njena
podklasa koju ¢ine ordinali. Stovise, GL je potpun i u odnosu na bilo koji ordinal veéi od w®.

Uvedimo potrebne pojmove uglavnom sljedeéi izlaganje u [5]. Ponegdje é¢emo inace opéenitije
koristenje uredajnih relacija suziti na relaciju €, jer nas samo ona kasnije zanima.

Definicija 12. Skup (familija) S je tranzitivan ako vrijedi (VP € S)(P C S).

Definicija 13. Parcijalno ureden skup (S, €) je dobro ureden ako za svaki ) C P C S postoji
m € P takav da za svaki p #m unutar P vrijedi m € p.

Definicija 14. Skup S je ordinalan broj (ordinal) ako je tranzitivan i (S, €) je dobro ureden.
Korolar 15. Linearno ureden tranzitivan parcijalno ureden skup (S, €) je ordinal.

Simbole a i # ¢emo od sada koristiti za oznacavanje ordinala.

Uocimo da su elementi ordinala takoder ordinali. Ako je S € «, S je dobro ureden (S C « pa
bi protuprimjer bio i protuprimjer tomu da je o dobro ureden). Zbog dobre uredenosti (S, €) je
parcijalno ureden skup pa je € tranzitivan. Ako je P element od S, onda je P element i od «, pa
je P C a. Zbog tranzitivnosti relacije €, ako je x € P imamo i x € S. Stoga je S tranzitivan
skup. A tada je S i ordinal.

Za parcijalno ureden skup (S,<) i ¢ € S ozna¢imo pg(c) = {x € S|c < z}. Radise o
oznaci “pocetnog komada” nekog skupa. U slu¢aju ordinala definicija se moze pojednostavniti.
pa(B) = anp = B. Jedini uvjet definicije je 5 € «, iz kojeg slijedi 8 C «, pa smo mogli napraviti
posljednji korak.

Dakle, pocetni komad ordinala je neki drugi ordinal manji (€) od prvog.

Lema 16. Ako je f : a — « injekcija koja éuva uredaj (x € y = f(x) € f(y)), tada (Vx €
a)(z € f(x)).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka W ={z € a|z ¢ f(x)} i s=minW. W C « je dobro
ureden i po pretpostavei W # () pa minimum postoji. Zbog linearnosti slijedi f(s) € s. Iz ¢uvanja
uredaja slijedi f(f(s)) € f(s), dakle f(s) ¢ f(f(S)), kontradikcija s minimalno§éu s. O

Sliénost f : .S — P je bijekcija koja ¢uva uredaj, ako postoji piSemo S ~ Q.
Lema 17. (a) Akoz,y € a tex £y, tada x % y. (b) Ako SC B i € a, tada S # «.

Dokaz. (a) Zbog linearnosti i bez smanjena opcéenitosti smijemo pretpostaviti y € x. Pretpos-
tavimo da je f : & = x D y funkcija koja ostvaruje sli¢nost. Ozna¢imo m = minx \ y. Zbog
prethodne leme imamo da za m vrijedi m € f(m). Ali f(m) je uy (f ostvaruje sli¢nost izmedu x
iy), pa je zbog tranzitivnosti y (y je ordinal) i m € y, kontradikcija s odabirom m.

(b) Ozna¢imo m = mina \ B. Slicno kao (a), neka je f : a - a D S funkcija koja
ostvaruje slicnost (u drugom smjeru, svejedno je). Za m vrijedi m € f(m) (prethodna lema), ali
flm) € S C B € m, kontradikcija.

Ne vrijedi jos opéenitija verzija “Ako P C «, onda P % «”. Primjerice, skup parnih (kona¢nih
ordinalnih) brojeva je slican w (= {0, 1, 2, ... }). O

Lema 18. Ako slicnost f : a — [ postoji, onda je ona jedinstvena.

Dokaz. Neka je g : a« — [ proizvoljna slicnost, z € a. f(x) ~ x ~ g(z). Navedene sli¢nosti
dobivaju se restrikcijom funkcija f i g. Prema prethodnoj lemi imamo f(z) = g(z). z je bio
proizvoljan, pa f = g. O
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Definicija 19. Ordinal « klasificiramo kao:
e 0, ako o = 0, inace:
e prve vrste, ako a = LU {B} za neki B. Tada pisemo o = 5+ 1. Inace:
e druge vrste ili granican ordinal.
Lema 20. 1. Ako oo~ 3, onda o = 3.
2. aefilia=pilia>p.
3. Svaki skup ordinala je dobro ureden. Svaki tranzitivan skup ordinala je ordinal.
4. Ako je S skup nekih ordinala, vrijedi:
e |JS=supSi
e (S =infs.
Dodatno, sup S ¢ inf S su ordinali.

5. Postoje jedinstvene operacije +, - i potenciranje definirane na klasi svih ordinala, sa
svojstvima:
e — a+0=nq,
—a+(B+1)=(a+pB)+1te
— a+ p=sup{a+v|vy < B} ako je B granican ordinal.
e —a-0=0,
—a-(f+1)=(a-8)+ate
— a-fB=sup{a-v|vy < B} ako je B granican ordinal.
e —a’=1,
— Pt =aPf . a te
— o =sup{a” |y < B} ako je B granican ordinal.

6. (Cantorova normalna forma). Postoji jedinstveni n € N te jedinstveni ordinali eq, ..., ep @
Co, - -+ Cn tako da vrijedi:

e >eir1, 20051 <n
¢ € N\{0}, za0<i<n

a=w® cog+--+w -y

2.3 Ordinalni prostori

Definicija 21. (Topoloski) ordinalni prostor ili prostor ordinala je par (o, T) gdje je « ordinal,
a T uredajna topologija nad o.

Teorem 22. Ordinalni prostor (o, T) je rasprien.

Dokaz. Neka je S (ne nuzno otvoren) podskup ordinalnog prostora. Zbog dobre uredenosti
ordinala, m := min S je dobro definiran.
Tada otvoren skup [0,m + 1) iz S izolira toc¢ku (ordinal) m i samo nju. O
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3 Relacijska intepretacija i K, stabla

Dokaz potpunosti u odnosu na topolosku interpretaciju rasprsenim prostorima koristi dokaz
potpunosti u odnosu na relacijsku interpretaciju sustava GL(klasa inverzno dobro fundiranih
tranzitivnih okvira).

Prisjetimo se iz uvoda da u relacijskoj semantici formule interpretiramo po “svjetovima”
modela na klasi¢an na¢in za logicke veznike, a OF (OF') interpretiramo na nacin da u svakom
(barem jednom) svijetu vidljivom iz trenutnog svijeta vrijedi F.

Sljedeca dva teorema daje osnovnu relacijsku semantiku (v. [1]).

Teorem 23. GL je potpun u odnosu na klasu tranzitivnih inverzno dobro fundiranih okvira. Ta
klasa okvira ¢ini ¢ adekvatnu semantiku za GL.

Sumom nazivamo okvir (W, R) koji je tranzitivan, irefleksivan te vrijedi r Rz A roRz =
(r1Rro V 1roRry), tj. putevi su jedinstveni do na tranzitivnost.
Stablo je suma u kojoj postoji zajednicki korijen svih (drugih) tocaka.

Teorem 24. GL je potpun u odnosu na klasu konacnih stabala.

Ova tvrdnja slijedi iz metode stabala za GL (iz nezatvorenog se stabla moze efektivno
konstruirati model koji je protuprimjer danoj formuli).

Treba nam jos$ jedna klasa okvira. Prije toga, jedna lema koju ¢emo iskoristiti kako bismo
povezali valjanost u toj klasi okvira i kona¢nim stablima. Odnos o kojem se govori u lemi je nalik
bisimulaciji (viSe o njima u npr. [6]).

Pod visinom ¢vora x stabla T s korijenom r podrazumijevamo broj toc¢aka na najduljem
putu u T koji ne sadrzi r osim kao pocetnu ili zavrsnu tocku. Dakle, najdulji put od z u smjeru
“od” korijena.

Visinu évora x u stablu T mozemo oznaciti s visinar(z).

Lema 25. Neka su (W, R) i (W', R’) dva okvira. Neka je f funkcija s W u W’ za koju vrijedi:
o [ je surjekcija,
e za sve x1,x9 € W vrijedi: x1Rxs = f(x1)R f(x2) i
o za sve x1 € W,y € W wrijedi: f(x1)R'y = (3x2 € W)(y = f(x2) A 21 Rx2).

Tada vrijedi: (W,R) E ¢ = (W', R') F ¢.

Dokaz. Pretpostavimo okvire i funkciju s danim svojstvima, te (W, R) E ¢. Neka je V' odgova-
rajuca (proizvoljno fiksirana) relacija koja nadopunjuje okvir (W', R’) do modela M’.

Konstruiramo M = (W, R, V) s kojim ¢emo, uz funkciju opisanu u lemi, pokazati da i u M’
mora vrijediti ¢. Zbog toga §to je uvijek moguce konstruirati takav M, slijedit ée da M’ E ¢
neovisno o V.

Okvir (W, R) je veé fiksiran, te uzimamo wVp < f(w)V'p.

Pokazujemo za svaku formulu F', induktivno po njenoj duljini, da za svaki w € W vrijedi:
MywE F e M| f(w) EF. Zbog ¢itljivosti ¢emo umjesto f(w) pisati w’.

e Ako F = 1, isprazno jer L nije ispunjiva.

e Ako F = p, tvrdnja je ekvivalentna nacinu odabira V.
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e Ako F = (G — H). Za dokaz kontrapozicijom pretpostavimo da M’ w’ ¥ F, pa imamo
M w' ¥ (G — 1), H, odnosno M’ w' ¥ H i M',w' E G3. Zbog pretpostavke indukcije
(koju smijemo koristiti jer |G|, |H| < |F|) imamo M,w ¥ H i M,w E G, pa kona¢no
M,w ¥ F. Druga strana dokaza, iz M,w ¥ F prema M’ w' ¥ F, ima simetri¢can dokaz
(identi¢an uz zamjenu oznaka).

e Ako ' = UG. Za prvi smjer kontrapozicijom pretpostavimo da M’ , w’ ¥ F, pa imamo da
za neki y iz W' za koji w' Ry vrijedi M’,y ¥ G. Iz svojstava funkcije f slijedi da postoji
o € W za koji vrijedi y = f(x2) te wRxy. Iz pretpostavke indukcije imamo da M, x5 ¥ G,
no tada imamo da M, w ¥ F'.

Za drugi smjer, pretpostavimo M,w ¥ F. Neka je 9 € W svijet za koji vrijedi wRx4
te M,xz9 ¥ G. Iz drugog svojstva funkcije f imamo (prisjetimo se w’' = f(w)) da zbog
wRxy vrijedi w' R’ f(x2). Zbog pretpostavke indukcije imamo M, f(z3) ¥ G, pa onda i
M W EF,

Sad se vra¢amo formuli ¢. Iz upravo dokazane tvrdnje slijedi da ¢ vrijedi u svakoj tocki iz
FfW), a kako je f surjekcija, imamo da ¢ vrijedi u W', tj. M’ E ¢.
Kako je V' bio proizvoljan, imamo (W', R') E ¢. O

Sad prelazimo na jos jednu klasu okvira. Nju je Blass uveo kao pomo¢nu za svoj dokaz
potpunosti GL u odnosu na filtersku semantiku. Radi se o klasi {K,, | n € N}.

¢vor visine 3

¢vorovi visine 0 ¢vorovi visine 1 ¢vorovi visine 2

¢vorovi visine 0 ¢vorovi visine 0 ¢vorovi visine 1

°

¢vorovi visine 0

Slika 1: Vizualizacija K,,, prebrojivo beskonaé¢no Sirokog i kona¢no visokog stabla, za n = 3. Na
slici su i dva kona¢na stabla, boje objasnjavaju preslikavanje u dokazu teorema o potpunosti GL
u odnosu na klasu {K,, | n € N}.

Prvo éemo dati neformalniji opis strukture K,,. Radi se o u Sirini beskona¢nom stablu dubine
n koje mozemo zamisliti kao nesavrSenu reprezentaciju ordinala w - n na sljedeé¢i na¢in. Pod

3 Zbog M’,w’ E G u indukciji dokazujemo < umjesto samo =>. Bez toga ne bismo mogli zakljugiti M, w E G.
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odnosom “roditelj — dijete” zamisljamo odnos “skup — element skupa”. Zatim, ako grupiramo
djecu nekog ¢vora u klase ekvivalencije ovisno o visinama ¢vorova (kao na slici), onda je (n + 1).
dijete unutar klase sljedbenik n. ¢vora iste klase. Tu je i prvo odstupanje od ordinala, jer bi
trebala postojati veza (n 4 1). — n. (zbog (n +1). = n.U{n.}), a nje u K,, nema.

Fiksirajmo neki ¢vor s djecom. Ako gledamo prvo dijete prve klase po visini, ono predstavlja
0. Ako gledamo prvo dijete k. klase (i k. klasa nije pocCetna), onda to dijete reprezentira
grani¢ni ordinal koji je jednak skupu ordinala reprezentiranih (k — 1). klasom. Komentirajmo
jos§ nesavrsenosti. lako to zbog preglednosti nije istaknuto na slici, K, je tranzitivno zatvoren.
Imamo problem vise razli¢itih ¢vorova u stablu koji reprezentiraju isti ordinal. Primjerice, svako
najlijevije dijete je prazan skup. Korijen (zbog tranzitivnog zatvorenja) stoga vidi vise razli¢itih
praznih skupova. Sto se same slike tic¢e, mogao bi biti dogovor da se skupovno jednaki elementi
smatraju istima ali vise puta nacrtanima. No kako ¢emo vidjeti, takvi elementi se u K,, doista
razlikuju. Mozda najvece odstupanje je u ¢injenici da smatramo da su djeca nekog “ordinala”
zapravo djeca prvog ordinala iz njegove klase. Prvo spomenuto odstupanje je poseban slucaj ovog
odstupanja. Tamo smo imali da primjerice 1 ne sadrzi 0, no to je zato §to 1 mora imati istu djecu
kao 0, a 0 ne sadrzi djecu.

Definicija 26. K, je okvir (W, R) gdje vrijedi sljedele:
o W je skup svih konacnih nizova koji su:

— ili prazni (samo je jedan takav, )),
— 4l su oblika ((io, jo),- .-, (ik,jx)) gdje je k > 0, za prve élanove parova vrijedi: n >
ig > -+ > i >=0, a drugi clanovi su proizvoljni.

Neki elementi iz W u Kios: ((127,1931)), ((127,28), (63,4), (1,1906)) i ((127,0),. .., (0,127)).
Takoder i ((3,19)) i ().

e R je relacija za koju vrijedi sljedeée: wRv < Postoji neprazan konacan niz € takav da
v =wx*¢e, gdje je x operacija konkatenacije.

Primgeri relacijskih parova R iz K3:

- QRw (zaw e W),

= ((2,13)) R((2,13), (1, 14)),
((2,13))R((2,13),(1,14),(0,15)) 1

— ((2,13))R{(2,13),(0,15)).

Iz definicije slijedi da je R tranzitivno zatvorena.
Teorem 27. GL je potpun u odnosu na klasu okvira K = {K, | n € N}.

Dokaz. Vidimo da je K, inverzno dobro fundiran zbog kona¢ne visine, a tranzitivnost je veé¢
komentirana (na slici zbog preglednosti nema tranzitivnih veza).

Stoga, jasno je da GL+ F = K E F. No, ako GL ¥ F, slijedi li £ ¥ F? Rije¢ima, mozemo li
za, svaku formulu koja nije teorem pronaci protuprimjer u obliku nekog K,, stabla?

Iz ranijeg teorema imamo da mora postojati konaé¢no stablo T,, = (W', R’) (npr. visine n)
koje ¢ini protuprimjer F. Pokazimo da je i K, = (W, R) tada protuprimjer.

Definirajmo funkciju f : W — W’ tako da vrijedi:

1. visinag, (z) = visinar, (f(z)),

2. wRv = f(w)R' f(v) i
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3. f je surjektivna.

Ovakvih funkcija ima (ne i neprebrojivo) puno, pogledajmo opis kako pronaéi barem jednu
takvu funkciju. Korijen rx stabla K, preslikamo u korijen T;,.

Sad promatramo K, od vrha (tj. korijenske razine) prema dnu, svaku razinu zasebno* te
slijeva na desno.

U nekom trenutku u tom postupku smo u tocki = visine v koja je preslikana u 2’ = f(z) (na
pocetku smo preslikali samo korijen, ali od njega i kre¢emo). Promatramo djecu od 2’. Odaberemo
dijete d od z visine visinar(d’) djetetu d’ od 2/, za svako takvo dijete d’. Preostalu djecu x
preslikamo po volji u dijete od 2/, s time da pazimo na uvjet (1). Time smo osigurali uvjet (3).
Uvjet (2) je osiguran time $to smo par djetetu d od x pronasli medu djecom od .

Ovakva funkcija zadovoljava uvjete iz ranije leme. Prvi i drugi uvjet (f je surjekcija i za sve
x1,x9 € W vrijedi: 21 Rze = f(21)R f(z2)) su bili i uvjeti za odabir f.

Treéi uvjet (leme, ne funkcije) bi se mogao uciniti problemati¢nim. Treéi uvjet je bio da za sve
x1 € W,y € W' vrijedi: f(x1)R'y = (Jz2 € W)(y = f(x2) Ax1Rxs). On takoder slijedi iz nacina
odabira f jer se trazi barem jedan zo kakav je opisan. Naime, neki originali z3 od y mozda ne
zadovoljavaju xy Rzs. Takvih ée sigurno biti, jer osim tocaka iz K, koje ¢ine ulaganje T, u K,,
imamo i tocke koje smo naprosto morali negdje preslikati. Primjerice, u stablu a — b — ¢, prvo
dijete slijeva (u uobic¢ajenom prikazu) iz Ky ée biti preslikano u ¢. Dijete K» koje je preslikano u
b sigurno “ne vidi” taj c; ali bitno je da postoji barem jedno koje ga vidi.

Pozivanjem na lemu imamo da ako M’ ¥ ¢, onda i M ¥ ¢, $to smo i trazili. O

4 Adekvatnost topoloske interpretacije

Sliéno relacijskoj semantici, (topoloska) valjanost se definira preko klase “okvira” koji su sad
topoloski prostori umjesto usmjerenih grafova. Pojedini topologki model (dalje: model) je takav
“okvir” zdruzen s funkcijom valuacije.

Osnovno pitanje je kako preslikati formulu nekog sustava modalne logike u tvrdnju o modelu.
Vise je uobicajenih pristupa. Kao i u relacijskoj semantici, definira se istinitost svake formule u
tocki topoloskog prostora modela o kojem je rijec. Istinitost formule u topoloskom prostoru je
istinitost u svim tockama tog prostora. U najceséem pristupu (kojeg u nastavku neéemo definirati
ni koristiti) istinitost formula oblika ¢ F odgovara topoloskom zatvorenju tocaka u kojima je
istinita formula F'.

Taj je (najceséi) pristup prihvatljiv za sustave koji su nadogradnja sustava S4. Radi se o
sustavima koji mogu dokazati instance shema refleksivnosti (OF — F') i tranzitivnosti (OF —
OOF). Instance tih shema su valjane u svim topoloskim prostorima ako O F odgovara topoloskom
zatvorenju tocaka u kojima je istinita formula F. Stoga taj pristup nije prihvatljiv za GL, jer
instance sheme (JF' — F nisu teoremi GL (ne bi postojao model koji je protuprimjer.)

Razmatramo samo tzv. normalne sustave modalne logike. U njima uvijek vrijedi da je formula
F teorem ako i samo je formula F’ teorem, gdje je F’ nastala zamjenom podformula oblika OG s
—-0—G. Moze se pokazati da u spomenutom pristupu topoloskoj interpretaciji vrijedi da je skup
tocaka u kojima je istinito [JF jednak unutrasnjosti skupa toc¢aka u kojima je istinito F'.

Mi ¢emo se baviti drugim ¢estim pristupom, u kojem se pokazuje da je skup tocaka u kojima
je istinita formula oblika O F jednak derivatu (definicija 8) skupa toc¢aka u kojima vrijedi F'.

S obzirom da nas zanima samo istinitost u svim totkama, pojam istinitosti formule u tocki
prostora moguce je zaobi¢i. Naime, mozemo definirati operaciju koja ¢e rekurzivno po strukturi
formule graditi jedan skup tocaka. Ako ta operacija nad danom formulom za (X, 7) izgradi

4 U govoru o razinama, visinama itd. iz jasnih razloga zanemarujemo tranzitivne veze.
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cijeli skup X, formula je istinita (inace nije). Dakle formule mozemo “Gitati” i kao da denotiraju
podskupove topoloskog prostora.

Definicija 28. (Topoloski) model M je par ((X,T),V) gdje je (X, T) topoloski prostor, a
V C X X prop.

Koristit ¢emo definiciju istine po tockama modela, jer je tako uobic¢ajenije u literaturi.
Definicija 29. Neka je dan M iw € X. Tada rekurzivno definiramo:
o Ako FF = 1, tada wF¥ F

e Ako F = p, tada wE F ako i samo ako wVp
o Ako F = (G — H), tada wE F ako i samo ako vrijedi: w¥ G iliwF H

o Ako F = OG, tada wE F ako i samo ako (VO? #) (Fy € O\{w})(y E G)

Procitajmo uvjet u posljednjoj tocki: “Svi otvoreni podskupi koji sadrze w, sadrze i jo§ neku
tocku y u kojoj vrijedi G”. Podsjetimo da bi ovaj uvjet trebao biti ispunjen u tockama koje
se derivat skupa kojeg ¢ine tocke u kojima vrijedi G. Drugim rije¢ima, da bi tocka bila u tom
derivatu, u svakoj se njenoj okolini mora nalaziti neka tocka u kojoj vrijedi G. Spomenimo jo$
da ako je X ordinal, tocke koje nisu grani¢ni ordinali imaju otvoren skup koji sadrzi samo njih;
stoga u njima ni ne moze vrijediti formula oblika ¢G.

Ostale logicke veznike shva¢amo kao uobic¢ajene pokrate, a uvjet za [0 dobivamo na dobro
poznat nacin w E OF akko w E =Q—F.

Napomena 30. Slicno kao u relacijskoj semantici, ako neka formula vrijedi za sve modele nad
nekim topoloskim prostorom, reéi éemo da vrijedi i u samom topoloSkom prostoru. Ako neka
formula vrigedi w svim prostorima, reéi cemo da je valjana.

4.1 Sustav wK4

Definicija 31. Sustav wK4 je nagmangi skup formula sa sljedeéim svojstvima:

e Sadrzi sve tautologije propozicijske logike,

Za formule F,G vrijedi O(F — G) — (OF — OG) € wK4. (shema aksioma K)

Za formulu F vrijedi F — (OF — O0OF) € wK4. (shema aksioma w4)

Za formule F,(F — G) € wK4, vrijedi G € wK4. (zatvorenje modus ponensom,)

Za formulu F € wK4, vrijedi OF € wK4. (zatvorenje nuznoséu)

Radi se o jos jednom sustavu (normalne) modalne logike. Primijetimo da se od GL razlikuje
dodavanjem sheme w4 umjesto G. Objasnimo prvo naziv wK4.5 U relacijskoj semantici shema
4 (OF — 0O0OF) odgovara tranzitivnim okvirima. To¢nije, okvir, odnosno njegova relacija
dostizivosti, je tranzitivan ako i samo ako je ta formula valjana na tom okviru.

U relacijskoj semantici shema wK4 odgovara klasi slabo tranzitivnih okvira. Slaba tranzi-
tivnost je uvjet slican uobi¢ajenoj tranzitivnosti, s iznimkom $to nikad ne trazimo refleksivne
parove u relaciji. Primjerice, u nekoj relaciji R mogli bismo imati aRb i bRa. Ako je ta relacija
tranzitivna mora vrijediti aRa (i bRb), no ako je slabo tranzitivna, ne mora.

5 K je minimalni sustav normalne modalne logike, ponekad se dodaje kraticama sustava normalne modalne
logike (poput K4), ponekad ne (poput GL). Dakle, trebamo objasniti w i 4 dijelove kratice.
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Definicija 32. Relacija R je slabo tranzitivna akko vrijedi
VaVyVz(zRy — (yRz — (zRz V x = 2))).
Napomena 33. Preformulirajmo shemu w4 ovako:
OOF — (OF V F).

Pretpostavimo da u nekom okviru imamo da wRvRw. Ako je u dva “skoka” iz w dostupan
sviget u kojem vrijedi F trazimo da je svijet u kojem vrijedi F dostupan u jednom skoku (slicno
kao kod tranzitivnosti) ili da w w vrijedi F. Ako se radi o istom svjetu (kao u primjeru), vrijedit
¢e F te u tom slucaju ne mora biti tranzitivne veze.

Teorem 34. Topoloska semantika je adekvatna za wK4, tj. ako je (X,T) neki topoloski prostor
i F neki teorem sustava wK4, tada vrigedi (X, T) E F.

Dokaz. Neka je (X, T) neki topoloski prostor. Dokazat éemo da u proizvoljnoj tocki w € X
vrijedi svaki wK4 teorem.
Prvo primijetimo da su tautologije propozicijske logike istinite jer je definicija istine za
propozicijske izraze klasi¢na. 1z istog razloga imamo zatvorenost modus ponensom.
Zatvorenje nuznosSéu. Pretpostavimo da vrijedi M E F. Zelimo pokazati (koristimo
definiciju istine i redom navodimo ekvivalentne tvrdnje):

wEOF
wE =O-F

wE - (wg ;‘i) 3y € O\ {w))(y E —F)

wE (302 #) (Vy € O\ {w})(y E F).
Neka je O, proizvoljan skup koji sadrzi w. Ako postoji y € O, \ {w}, zbog M E F sigurno
vrijedi y E F. Ako takav y ne postoji, uvjet ocito vrijedi.
Shema K. Preformulirajmo shemu K na sljedeéi nacin: 0G — (=0F — O(G A —F))
Pretpostavimo w E OG i w F ~QF. Imamo tada:

(vog ?) (Jz € O\ {w})(z E G) (1)
(3U2%) (v € U\ {wh)(y F ~F) 2)

i treba pokazati da vrijedi:
(VEg g.) (32 € E\ {w})(z £ G A—F). (3)

Uzmimo E € T takav daw € E. Oznacimo s Uy otvoreni skup kojeg garantira (2). w € Uy € T
pa iz (1) slijedi (3z € Up \ {w})(z E G). Oznacimo takav = s zy. Dakle, xo F G.

Zbog o € Up \ {w}, iz (2) slijedi z¢g E =F. Sad imamo xg E G A —F.

Za proizvoljan otvoreni skup E koji sadrzi w pronasli smo z = xg takav da z F G A =F.

Shema w4. Preformulirajmo shemu w4 na sljedeéi na¢in: OOF — (-OF — F)

Pretpostavimo w E QOF i w E ~QF. Imamo tada:

(volg 1;) (3zy € 01\ {w}) (\1022 ”Tl) (Fza € Oz \ {z1}) (22 F F) (1)
(3U2%) (vy € U\ {wh)(y F =F) (2)
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i treba pokazati da vrijedi:

wE F. (3)

Slika 2: Uvjet (1). Proizvoljan otvoren skup O; 5 w reprezentiran je crnim skupom. Crni, plavi i
crveni skup su neki mogudi otvoreni skupovi koji sadrze ;. U njima se nalaze tocke x5 ; u kojima
vrijedi F.

Slika 3: Crni skup smo fiksirali na otvoreni skup o kojem govori uvjet (2). Kad u obzir uzmemo
(1), mora vrijediti w F F.

Uvjet (1) mozemo zamisliti kao na slici. Plus (minus) predstavlja garanciju da u danoj tocki
vrijedi (ne vrijedi) F. Tocke u zagradama mogu i ne moraju postojati. Na prvoj slici, mogude je
da je w = (x2+1) Stovise, kako pokazuje druga slika, to i mora vrijediti.

Provedimo dokaz formalnije. Neka je Uy otvoren skup ¢ije postojanje garantira (2). w €

Up € T pa (Fz1 € Up \ {w}) (Vng ?.1) (Fzy € O3\ {z1})(z2 F F). Stoga za neki u; takav

da uy € Up \ {w} vrijedi (VOgg uTl) (3xe € Oz \ {u1})(z2 F F). Vrijedi uy € Up, pa imamo i
(3xo € Up \ {u1})(z2 E F). Dakle za neki ug € Uy \ {u1} vrijedi us F F.

Zbog nacina odabira Uy, znamo da za sve njegove elemente y osim mozda za y = w vrijedi
y E —F. Stoga jedino preostaje uo = w. Ali us F F, pawE F. O

Dokaz da je wK4 potpun u odnosu na klasu svih topoloskih prostora oslanja se na relacijsku
semantiku. Pokazuje se da postoji 1-na-1 korespondencija izmedu konacénih topoloskih prostora
i specijalne podklase kona¢nih slabo tranzitivnih relacijskih okvira u odnosu na koju je wK4
takoder potpun. Taj se dokaz moze pogledati u [7].

4.2 Sustav GL

Prisjetimo se da je topologki prostor rasprSen ako za svaki neprazan podskup mozemo pronaéi
neki otvoreni skup koji ée izolirati neku njegovu tocku.

Formalnije, (X, 7T) je rasprsen ako: <VS:C> ‘(Z;() (F30 eT)(3Ft e S)H(SNO = {t}).

Teorem 35. Ako je (X,T) neki rasprsen topoloski prostor i F' neki teorem sustava GL, tada
vrigedi (X, T) E F.
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Dokaz. Ranije smo pokazali da je topoloska semantika adekvatna za wK4.
Ovdje ¢emo dokazati preostali sluc¢aj, naime da je shema G istinita u svakoj tocki svakog

modela ¢iji je pripadni “okvir” neki rasprsen topoloski prostor.
Prvo preformulirajmo shemu G, O(OF — F') — OF, na sljedeéi nacin:

OF = O(=OF A F).

Imamo sljedece pretpostavke:

(wg ;‘i) (Fzr € U\ {w))(z £ F) (1)
(vsg g) (30 e (Bt e S)(SNO = {t}) )

i trebamo dobiti:
(VAg ",;) 3y € A\ {w)) [y EFA (aEg yT) Vue B\ {y})(uE ﬁF)] (3)

Koristimo prilagodenu ideju iz “algebarskog” dokaza u [8]. Dokaz je prikazan na slici (dolje).

Iz prve formule imamo da svaki otvoreni skup U koji sadrzi w, sadrzi i (drugu) tocku t; u
kojoj vrijedi F'. Presjek P izmedu proizvoljnog takvog U i skupa svih tocaka u kojima vrijedi F
sadrzi barem t;. Iz druge formule, postoji neki otvoreni skup O koji u presjeku s P izolira neku
tocku te (mozda = 1), tj. ONP = {ta}. to F F. Ako to F =OF, gotovi smo (y iz treée formule
je ovako odabran ¢2). Pretpostavimo da je u otvorenom skupu U N O neka druga tocke z (osim
t2) u kojoj vrijedi F. Tada je x u skupu tocaka u kojima vrijedi F, te stoga i u skupu P. No,
otvoreni skup O izolira samo tocku to iz P, tj. = ¢ P, kontradikcija.

=
R

S+

.~
A )
1
1
1
’
’
4
4

’
’
.
I
1
1
A

Slika 4: Na ovoj slici sva su konveksna podruéja koja su potpuno unutar punih linija otvoreni
skupovi. Skupovi U, U’ i U” su proizvoljne okoline tocke w. Zbog tvrdnje (1), u svakoj okolini
postoje tocke u kojima vrijedi F'. Na slici su oznacene s +. Tocke u kojima ne vrijedi F' oznacene
su s -. Skup [F] (nepravilnog oblika i iscrtkan) je skup tocaka u kojima vrijedi F. On nije nuzno
otvoren pa nije nacrtan punom linijom. Presjek P (oznacen plavom bojom) izmedu [F] i U
takoder mozda nije otvoren skup. Zbog tvrdnje (2), postoji otvoren skup O koji u presjeku s P
ima to¢no jednu tocku (i u njoj vrijedi F'), na slici ozna¢enu velikim zelenim plusom. Ono $to je
bitno za tvrdnju (3) je da nema drugih tocaka u kojima vrijedi F' (pluseva) unutar U N O. Naime,
sve druge tocke (ako ih ima) u U N O su izvan [F], pa u njima mora vrijediti —F.
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5 POTPUNOST U ODNOSU NA TOPOLOSKU INTERPRETACIJU

5 Potpunost u odnosu na topolosku interpretaciju

5.1

Filteri

Osnovni cilj je dati dokaz potpunosti GL u odnosu na topoloski prostor (w®,T) gdje je topologija
uredajna. Slijedimo izlaganje u [3]. U spomenutom je radu posve izbjegnut termin “topologija”;
gradi se interpretacija pomocu filtera. Kasnije ¢emo pokazati vezu filtera i topoloskih prostora,
odnosno Blassovog rezultata i spomenutog rezultata potpunosti.®

Definicija 36. Filter F' nad skupom X je neprazna familija podskupova od X za koju vrijedi:

Za S, P € F vrijedi SN P € F. (zatvorenost na konacne presjeke)

ZaSe€F iPDS wvrijedi PNX € F. (zatvorenost na nadskupe)

Napomena 37. Primijetimo neka osnovna svojstva filtera:

Zbog nepraznosti filtera te zatvorenosti na nadskupe, za filter F nad X wvrijedi X € F.
Ako ) € F onda F = P(X). Takve filtere nazivamo nepravima.

Za bilo koji filter F nad X par (X, FU{0}) je topoloski prostor. Naime, uvjet proizvoljnih
unija kod topoloskih prostora je (i vise nego) zadovoljen uvjetom zatvorenja na nadskupe
kod filtera. Uvjet zatvorenja na konacne presjeke je zadovoljen identiénim uvjetom.

Za topoloski prostor (X, F), F gotovo nikad nije (zanimljiv) filter za X. Za svaku topologiju
Torijedi O € T. Tada je F filter ako i samo ako je F diskretna topologija, odnosno ako i
samo ako je F mepravi filter.

Za topoloski prostor (X, F), F\ {0} je ponekad filter za X. O toj situaciji govori prethodna
tocka.

Ako filter sadrzi disjunktne skupove, tada sadrzi i prazan skup pa je neprav. Moglo bi se
stoga uciniti da je filter F' meprav ako 1 samo ako postoji neki njegov podskup F' C F ¢iji je
presjek prazan skup. No to ipak ne vrijedi; sljedeci filter je protuprimger.

Fkofinitni = {S CN | (E'no € N)(Vn > no)(n € S)}

Lako je vidjeti da () Fiofinitni = 0, ali Fyofinitni ne sadrzi prazan skup te stoga nije neprav.

Ultrafilter je pravi filter koji se ne moze prosiriti i pritom ostati pravi filter.

Definicija 38. Glavni ultrafilter Fy, je filter nad skupom X ako vrijedi:

F,={ScX|S>a}.

U slucaju kona¢nih skupova, svi ultrafilteri su glavni ultrafilteri. Postoje ultrafilteri koji nisu
glavni ultrafilteri.

6 Do istog je rezultata dosao i Abashidze, u ¢lanku koji se ¢ini nedostupnim.
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5 POTPUNOST U ODNOSU NA TOPOLOSKU INTERPRETACIJU

Definicija 39. Filter zavrietaka £ (eng. end-segment filter) parcijalno uredenog skupa X je
(nagmangi) filter koji za svaki x € X sadrzi {M € X | M > x}. Odnosno koji je prosirenje skupa

B={{MeX|M>uz}|zecX}.
Ako je £ filter zavrsetaka nad X, oznacavamo Ex = &.

Primijetimo da gornja definicija eksplicitno spominje samo kako izgledaju elementi “podbaze”
za jedan filter. Da bi se dobio filter moramo takav skup zatvoriti na nadskupe i konacne presjeke.
U slucaju (N, <) imamo da se kofinitni filter poklapa s €. U sluc¢aju dovoljno velikog pocetnog
komada klase ordinala nemamo analogno poklapanje. Ako fiksiramo proizvoljni grani¢ni ordinal
a, &, za razliku od &, sadrzava i koinfinitne skupove.

Definicija 40. Skup S je pozitivan za filter F' ako nije disjunktan niti s jednim elementom iz F'.
Propozicija 41. Za F postoji pozitivan skup ako i samo ako je F pravi filter.

Dokaz. Neka je F filter nad X. Ako je F pravi filter, X je primjer skupa koji je za njega pozitivan.
Ako F nije pravi filter, svaki skup je disjunktan s njegovim elementom (), pa za F' nema pozitivnih
skupova. O

Ako je F pravi filter, onda je i bilo koji element f filtra F' pozitivan za F'. Kad ne bi bio, to
bi znacilo da je f disjunktan s g € F, no tada fNg=0 € F, pa je F nepravi.

Definicija 42. Klasa (skup) K je kofinalna za ordinal « ako strogo izmedu svakog ordinala
mangeg od o i samog « postoji barem jedan ordinal iz K.

Napomena 43. Pogledajmo primjere skupova kofinalnih za sljedeée ordinale:

e Ordinal 0: bilo koji skup, jer ne postoji ordinal manji od 0.

Ordinal 1 < k < w: nijedan skup, jer izmedu k — 1 i k ne postoji nijedan ordinal.

Bilo koji ordinal prve vrste (koji ima neposrednog prethodnika) o: nijedan skup, iz istog
razloga kao u prethodnoj tocki.

Ordinal w: bilo koji neogranicen skup prirodnih brojeva.

Bilo koji ordinal druge vrste (graniéni) «: Bilo koji skup ¢iji je supremum «. Npr. skup

{w-2,w-4,w-8,...} je kofinalan za a = w?.

Vidljivo je da su w definiciji filtera zavrsetaka i pojma skupa kofinalnog za neki ordinal koristene
sliéne motivacije. Vrijedi da je S pozitivan za &, ako i samo ako je S kofinalan za .

Lema 44. &, je pravi filter ako i samo ako je a granic¢ni ordinal.
Dokaz. Ova lema je izravna posljedica tvrdnji:
e veze postojanja pozitivnog skupa za filter i toga je li on pravi filter (propozicija 41),

e Cinjenice da je skup pozitivan za filter zavrsetaka nekog ordinala ako i samo ako je kofinalan
za taj ordinal i

e cinjenice da skup moze biti kofinalan samo za grani¢an ordinali ili 0. No, & (=&) sadrzi
samo prazan skup, pa nije pravi filter.

Druge dvije tvrdnje obrazlozene su u prethodnoj napomeni. O
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5.2 Adekvatnost filterske interpretacije

Sad ¢emo definirati jos jednu interpretaciju sustava modalne logike, ovaj put uz pomo¢ filtera.
Radi se zapravo o specificnoj filterskoj interpretaciji izgradenoj pomocu filtera zavrsetaka i
ordinala (Blass definira interpretacije i uz pomo¢ drugih tipova filtera), no samo nam takva ovdje
treba.

Definicija 45. Filterski model (ako je jednoznacéno, samo model) je uredeni par M = (£, V),
gdje je:

e & ordinal veéi od 0. Definiramo F, familiju filtera indeksiranih elementima mangim od &.
Pritom je F,, € F upravo Ey, tj. filter zavrietaka za ordinal kojim je sam filter indeksiran.
Stoga éemo i pisati E, umgjesto F,.

o V je relacija valuacije izmedu ordinala mangih od & i skupa propozicijskih slova. Ako aVp
pisat cemo i a F p.

Valuaciju rekurzivno Sirimo na skup svih formula:

— Ako F = 1, tada a ¥ F.
— Ako F = (G — H), tada a E F ako i samo ako vrijedi: o ¥ G ili « F H.
— Ako F = 0G, tada oo E F ako i samo ako (VS € &€,)(3Fy € S)(vE G).

Klasiéno, pisemo M E F kad u svim ordinalima o € & vrijedi o F F.

Sliéno kao i kod relacijske i topoloske semantike, ako neka formula vrijedi u svim ordinalima
svih modela oblika (£, V), reéi éemo i da F' vrijedi u . Ako formula vrijedi u svim ordinalima,
reéi ¢emo da je valjana.

Napomena 46 (O definiciji istine u filterskom modelu). Prvo spomenimo kako izgleda uvjet
istine za F =0G. aE F ako i samo ako (35 € &,)(VB € S)(BE G).

Blass u [3] daje definiciju istine koja V' modelira kao funkciju koja preslikava formulu u skup
ordinala. Poveznica s nasom definicijom je vplass(F) = {a € | aFE F}.

Owvdje je ta definicija preformulirana kako bi bila u skladu s ostalim definicijama u radu; naime
do sada smo uvijek definirali istinu “po tockama”.

No, Blassova izvorna verzija je donekle ljepse formulirana. Pocetak je pridruZivanje odabranih
podskupova & svakoj propozicijskoj formuli. Dalje definiramo rekurzivno:

o V(L)=0.
e V(G — H)=V(G)°UV(H).

o V(0G) = {a € &| V(G) je pozitivan za E,}.

o (te se izvodi:) V(OG) = {a € £ | V(G)Na € &}

Primijetimo jog i kako je definicija istine (prva verzija) vrlo nalik definiciji istine u topoloskom
modelu. “Topoloski” uvjet za w E QG je bio, otprilike, “u svakom otvorenom skupu koji sadrzi w,
u nekoj tocki w vrijedi w E G”. “Filterski” uvjet za a E OG je “u svakom zavrsetku iz &, za neki
ordinal 8 € &, vrijedi BF G”.

Teorem 47. Filterska semantika je adekvatna za GL, tj. ako je (§,V') neki filterski model i F
neki teorem sustava GL, tada vrijedi (§,V) = F.
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Dokaz. Dokazat ¢emo da u proizvoljnom ordinalu « € £ proizvoljnog modela M vrijedi svaki GL
teorem.

Prvo primijetimo da su tautologije propozicijske logike istinite jer je definicija istine za
propozicijske izraze klasi¢na. 1z istog razloga imamo zatvorenost modus ponensom.

Zatvorenje nuznoséu. Pretpostavimo da je I’ valjana.

Zelimo pokazati (koristimo definiciju istine i navodimo ekvivalentne tvrdnje):

aEOF
ak (3S€&)(VBe S)(BEF)

Neka je S proizvoljan zavrsetak iz &,. Takav zavrSetak mora postojati (sjetimo se da je filter
uvijek neprazan). Tada za proizvoljan § iz S sigurno vrijedi 8 E F' (F je valjana pa posebno i
BEF).
Shema K. Preformulirajmo shemu K na sljedeéi nac¢in: 0G — (=0F — O(G A —F))
Pretpostavimo a F OG i a F ~QF. Imamo tada:

(3S € £)(VB € S)(B E —F) (1)
(VS € &,)(3B € 8B EG) (2)

i treba pokazati da vrijedi:
(VE € £&)(Fy € E)(v E G A—F). (3)

Dokaz je posve ekvivalentan analognom dokazu da K vrijedi u topoloskim prostorima; kako
se dokaz ne poziva ni na koje specificno svojstvo filtera, preskacemo njegovo raspisivanje.
Shema G. Prvo preformulirajmo shemu G, O(OF — F') — OF, na sljededi nacin:

OF = O(=OF A F).
Pod sljede¢om pretpostavkom
(VS eé&)3BeS)BEF) (1)
trebamo dobiti:

(VA€E) (e A EFA(EBEE) (Vs € B)G F ﬂF)] (2)

Ukazimo prvo na to da zbog pretpostavke (1) ordinal o mora biti grani¢an. Naime, zbog leme
44, imamo da filter zavrSetaka ordinala koji nije grani¢an sadrzi prazan skup. No prazan skup ne
sadrzi nikakav element 3, pa posebno ni takav da 8 E F.

Osnovna ideja dokaza je pronadi, za svaki zavrSetak iz &,, ordinal v u kojem vrijedi F te
¢iji filter &, sadrzi prazan skup. Tako ¢emo na najjednostavniji na¢in (s B = (}) ispuniti drugi
konjunkt iz (2).

Prisjetimo se da su ordinali dobro uredeni skupovi pa ima smisla govoriti o prvom ordinalu
koji zadovoljava neko svojstvo. Ako nas zanima neki element x nekog skupa tada bilo koji filter,
pa tako i filter zavrsetaka, zbog zatvorenosti na nadskupe sadrzi skup (zavrsetak) koji sadrzi .
To ¢emo iskoristiti kako bismo opravdali postojanje zavrsetka u filteru koji sadrzi prvi ordinal
koji zadovoljava odredeno svojstvo.

Sad dokazujemo istinitost formule (2). Odaberimo proizvoljan A € &,. Stavljamo v :=
min{\ € A|XA E F'}. v je dobro definirana jer je skup u zagradama neprazan i podskup (podskupa)
dobro uredenog skupa (te stoga i sam dobro ureden).
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Skup &, je neprazan (jer je filter), fiksiramo proizvoljan njegov element B. Pretpostavimo
da B 3y E F, pa v < §p, no iz odabira = slijedi dy < . Zbog ranije propozicije o linearnom
uredaju na klasi ordinala, slijedilo bi ég = . No to je nemoguce jer 65 € B C 7, pa je g < 7.
Stoga u svakom ordinalu 0 iz B mora vrijediti =F. Time smo dokazali (2). O

Napomena 48. Prethodni dokaz bi bio jednolinijski da smo (veé sada) iskoristili vezu filterskog
modela te rasprsenth topoloskih modela. Tada bismo se mogli pozvati na teorem 22 o vezi ordinalnih
1 rasprsenth topoloskih prostora. No ovakav dokaz, iako je dulji, moZda daje bolje intuicije o tome
zasto je G wvaljana formula u klasi filterskih modela.

Korolar 49. OOF — OF je valjana shema formula u filterskoj semantici.

5.3 Potpunost u odnosu na filtersku interpretacije

Kako bi pokazali potpunost GL u odnosu na filtersku semantiku, tj. da valjanost na klasi svih
filterskih modela povlac¢i dokazivost, pokazat ¢emo da za svaku formulu oborivu u filterskoj
semantici postoji neki K, model (v. definiciju 26) u kojem je ista ta formula neistinita (u korijenu
modela).

Teorem 50. Neka je & ordinal veéi ili jednak w® .

Neka je zadan niz funkcija T, : K,, — P(§). Preciznije, za svako beskonacno stablo K, =
(W, R), funkcija pridruZuje svakom cvoru iz W neki podskup iz &.

Neka za niz (T;);en vrijedi i sljedede, za svaki i € N:

1. T3(() # 0,
2. x # vy povlaci da su T;(x) i T;(y) disjunktni,

3. ako yRx te nema drugih évorova izmedu y i x, te o € Ty(y), tada je skup T;(x) pozitivan
za, &y .

4. za svaki ordinal a € T;(y) vrijedi da se unija skupova ordinala T';(x) svih cvorova nasljednika
x ody (yRx) nalazi u filteru zavrsetaka y,” tj. za neki B < a, unutar T'; skupova nasljednika
ée postojati svi ordinali izmedu B i «.

Tada iz £ E F slijedi GL F F.

Dokaz. Spomenimo da niz (I';);en koji zadovoljava trazena svojstva postoji i o tome govori iduéi
teorem.

Zbog disjunktnog pridruzivanja ordinala tockama stabla (2. uvjet) mozemo svakom ordinalu
a € £ jedinstveno pridruziti njegov ¢évor; to pridruzivanje oznac¢imo s cvor ().

Fiksiramo formulu N koja nije teorem. Iz teorema 27 znamo da tada postoji n za koji K, =
(W, Rk) ¥ N zbog nekog modela My = (W, Rk, Vi) za koji u (bsomp) korijenu W 3 wg ¥ N.
Fiksirajmo najmanji takav n. U nastavku ée trebati samo I';,, pa stavimo I' :=T,.

Za filterski model Mz = (£, VF) uzimamo £ = w*, a Vg ovakav:

aVpp <= cvor(a)Vkp.

9

7 Pritom dopustamo da nasljednici sadrze i ordinale koje £, ne sadrzi. Stoga je “nalazi u £,” zapravo “Cini
nadskup nekog zavrsetka iz £,”. U tom se smislu skup prirodnih brojeva “nalazi u” familiji {{0.5, A}, {19, 3}}, jer
¢ini nadskup drugog skupa.
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Te indukcijom po duljini formule pokazujemo da®
aFF < wkFF
ako je cvor(a) = w.
e Ako F' = 1, obje strane ne vrijede.

e Ako F = (G — H), tvrdnja slijedi izravno iz pretpostavke indukcije te ¢injenice da se
definicije za veznik — poklapaju.

e Ako F = {G.

1. Pretpostavimo prvo da w F F. Tada za neki u za koji wRu vrijedi: v F G. Kako je
|G| < |F|, moZemo koristiti pretpostavku indukcije. Tako imamo da za svaki 8 € T'(u)
vrijedi 8 F G. (Sada razlikujemo dva slucaja: kad je u neposredan R-sljedbenik od w, i
kad nije. Provedimo prvo dokaz do kraja za prvi slucaj.)

Iz (3) slijedi da je I'(u) pozitivan za &,. Spajajuéi to dvoje, imamo da u svakom
zavrsetku unutar £, imamo neki ordinal u kojem vrijedi G. Formalno, (VS € &,)(36 €
S)(B E G). No to je upravo definicija za o E F'.

Sad promatramo drugi sluc¢aj, pretpostavimo da je u neposredni sljedbenik v-a koji je
neposredni sljedbenik od w.

Tada imamo da v E F. Analogno kao za prvi slu¢aj, ali promatrajuci vezu v — u
umjesto w — wu, imamo: za svaki ordinal § u I'(v) vrijedi 8 F OG. Pomoéu (3)
dobivamo da je I'(v) pozitivan za &,. Iz definicije istine za ¢ slijedi da « F 00G. 1z
korolara 49 tada konac¢no slijedi a F F'.

U opéenitom slucaju u kojem je u n-ta generacija nasljednika w, dobili bismo a F "G,
te bismo s visekratnom primjenom korolara 49 dosli do a F F'.

2. Pretpostavimo potom da w ¥ F', pa u svim R-sljedbenicima u od w vrijedi u ¥ G. Po
pretpostavcei indukceije imamo da za sve ordinale 8 u I'(u) vrijedi 8 ¥ G. Prema (4)
unija svih tih nasljednika je element od &,. Dakle, u &, postoji zavrsetak ¢iji su svi
elementi § takvi da 8 ¥ G. To je upravo definicija o ¥ F'.

O
Teorem 51. Postoji niz funkcija (T;)ien sa svojstvima (1)-(4) iz teorema 50.

Dokaz. Fiksirajmo n i konstruiramo I';, =: T'.
Neka je p:w\ {0} = w “niz” oblika (0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,...).
Svakom ordinalu iz {(w"™ ™!, w"] pridruzit ¢emo neki évor u K,,. Za korijen stavljamo I'({)) = w™.
Sad su preostali ordinali « strogo izmedu w”™~! i w” koji su oblika:

a=w""t g +wt e+ W e+ W

gdje su koeficijenti ¢; pozitivni prirodni brojevi, a eksponenti prirodni brojevi uz uvjet n — 1 >
er>--->e. > h.

« je stoga u Cantorovoj normalnoj formi, osim $to je iz posljednjeg ¢lana izoliran jedan faktor.
(Ako kreé¢emo od CNF i posljednji je ¢lan u toj formi oblika 8 = w™ - 1, onda bismo taj ¢lan
obrisali i uzeli da h = m.)

8 Zapravo pokazujemo Mr,a F F <= My, w E F, no sve je jednoznaé¢no jer za “svjetove” M r koristimo
gréka slova (po konvenciji da njima biljezimo ordinale, koji su “tocke” filterskog modela).
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Jedini ¢lanovi koji ¢e sigurno biti prisutni su w”~! - ¢y i w”. To odgovara otvorenom intervalu
iz kojeg smo uzeli a.

Uvjet (1) je ispunjen, uvjet (2) o disjunktnosti skupova u slici I' biva zbog jedinstvenosti
normalne forme o¢uvan sa sljedeCom definicijom:

F(((i(J,jO)a R (Z‘rajr») = {wn_l . s70+

wio—t. Ji+
+
wi'r—l—l $+

W Jo €97 (o) Te €971 (r) -

Sjetimo se da za Ky = (W, R), W sadrzi elemente oblika () te (0,n) za sve n € N. Dakle, konac¢ni
nizovi koji ¢ine W imaju (osim praznog niza) po jedan element. No ranije smo rekli da suma na
desnoj strani sadrzi barem prvi i posljednji izraz, dakle barem dva sumanda. Razlog je u tome $to
prvi i posljednji sumand odreduju samo jedan element kona¢nog niza (konkretno {(ig, jo))), dok
(za n > 0) svi ostali sumandi kodiraju svaki po dvije polovice dva uzastopna para kona¢nog niza.

S obzirom na to da je skup originala p~!(y) beskonacan za svaki y € N {0}, imamo da je T'(z)
beskonacan za svaki ¢vor .

Sad treba provjeriti uvjete (3) i (4) za ovakvu definiciju. T.

Pretpostavimo yRz te nema drugih évorova izmedu y i z, te @ € I'(y). Prema definiciji
¢vorova u K, to znaci da je x = y = ((4,4)), za neke i,j € N. Raspisimo kako izgledaju opéi
¢lanovi I'(y) 1 I'(x).

ay —_ wn—l . jO +w’i0—l . \71 + . +wi,‘_1—1 . jr +wir
ap=w" T+ W T w0 Jp Wi

Oznaku J,.41 uvodimo za proizvoljan element iz p~1(j,41). Skup (prirodnih brojeva) p=*(j,41)
je neogranicen, pa je jasno da se elementima I'(x) mozemo proizvoljno pribliziti elementu a, $to
taj skup ¢ini pozitivnim za &,. Time je opravdan uvjet (3). Za uvjet (4), promotrimo gornje
izraze za oy 1 oy 0 ¢emo generalizirati na nacin da je x proizvoljno dijete (ne nuzno neposredno)
od y. Tj.

-1 ir—1 iry1—1 iy a—1 ;
aw:w" .j0+...+wl .jr+1_|_wl+1 .jr+2+...+w1r+d .j’,‘+d+l_~_w7’7“+d+1.

Oznacimo i:
-1 io—1 ir—1—1
aO—wn \70 w'e u71 w'r! t77“

Ako fiksiramo koeficijente Jy, ..., Jr u sva tri izraza o, oy i o, vidljivo je da se 5 koji je
strogo izmedu g i oy moze zapisati kao a,. Otvoreni skup kojeg ¢ine ordinali 8 u tom intervalu
je zavrSetak za oy, pa je to trazeni skup. O

Sljededi korolar slijedi iz teorema 50 i 51.

Korolar 52. GL je potpun u odnosu na filtersku interpretaciju, tj. ako u svakom filterskom
modelu (§,V') vrijedi (§,V) E F, tada je F teorem sustava GL.
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5 POTPUNOST U ODNOSU NA TOPOLOSKU INTERPRETACIJU

5.4

Prijevod u termine topologije

Sad iskazujemo i dokazujemo centralni dio rada, koji se oslanja na Blassov dokaz potpunosti u
odnosu na filtersku interpretaciju.

Teorem 53 (Potpunost). GL je potpun u odnosu na topoloski prostor (w”,T), tj. ako za svaki
model oblika ((w*,T),V) gdje je T uredajna topologija na w* wvrijedi (w”,T),V)E F, tada je F
teorem sustava GL.

Dokaz. Pretpostavimo da F' nije teorem GL. Tada:

F nije valjana na klasi kona¢nih stabala (teorem 24),
F nije valjana na klasi Blassovih K, stabala (teorem 27) te

F nije valjana u filterskoj interpretaciji (korolar 52).

Neka je M = (w*, V) filterski model u kojem F' nije ispunjena.
Konstruirat ¢emo topologki model M’ = ((w*,T),V’) u kojem ne vrijedi F.
Stavimo V' := V i indukcijom pokazimo da

M,aFF < M aFF.
Ako F = 1, isprazno jer L nije ispunjiva.
Ako F = p, tvrdnja je ekvivalentna na¢inu odabira V’.

Ako F = (G — H). Za dokaz kontrapozicijom pretpostavimo da M’ , a ¥ F, pa imamo
M a¥ Hi M aF G, Zbog pretpostavke indukcije (koju smijemo koristiti jer |G|, |H| <
|F|) imamo M, ¥ H i M,a E G, pa konatno M,«a ¥ F. Druga strana dokaza je
simetric¢na.

Ako F = QG. Pretpostavimo prvo M, a E F. Sjetimo se da to povlac¢i da je o grani¢an
ordinal. Prema definiciji istine u filterskom modelu, u svakom zavrsetku iz &, postoji neki
B takav da M, 8 E G. Otvoreni skupovi koji su okolina grani¢nog ordinala sadrze (nadskup
su) neki zavrsetak iz &,. Konkretno, radi se o onim zavrsecima koji su ¢inili “podbazu”
u nasoj definiciji filtera zavrsetaka (v. definiciju 39). Stoga svi otvoreni skupovi (jer su
nadskup nekog zavrsetka) sadrze i neku tocku § za koju M’ 8 E G. Da bismo mogli
zakljuciti M’, « E F treba jo$ provjeriti da su tako odabrane § razlicite od «. S obzirom
da je 8 u zavrSetku «, imamo 5 < «, tj. 5 # a.

Sad pretpostavimo M’ ,a E F. 1 kod topoloskih modela imamo da to povlaci da je «
grani¢an ordinal. Imamo da u svakom otvorenom skupu koji sadrzi a postoji 8 za koju
M, B E G. Zavrsetak nije poseban tip otvorenog skupa, ali slicno kao malo prije svaki
zavrsetak sadrzi neki otvoreni skup. U tom skupu postoji trazena [, pa generalizacijom po
svim zavrsecima imamo M, a E F.

O

Korolar 54. GL + F ako i samo je F valjana u (w*”,T).

Dokaz. Jedan smjer je potpunost u odnosu na (w*,7), drugi smjer je adekvatnost semantike
rasprienih topoloskih prostora, medu koje pripada i w* prostor (teorem 22). O

Korolar 55 (Esakijin izvorni rezultat).

GLFF < {(X,T)|T je rasprsena} = F
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5 POTPUNOST U ODNOSU NA TOPOLOSKU INTERPRETACIJU

5.5 Nekompaktnost za w” interpretaciju

Kao sto je receno u uvodu, jedna od motivacija za trazenjem novih semantika za GL bi mogla biti
nedostatak jake potpunosti u odnosu na klasu inverzno dobro fundiranih tranzitivnih relacijskih
okvira. Mijenja li se situacija prelaskom s relacijske na topolosku w* interpretaciju?

Definicija 56. Formula F je lokalno relacijski ispunjiva ako postoji tocka w € W nekog nekog
relacijskog modela (W, R) za koju vrijedi w E F.
Formula I je globalno relacijski ispunjiva ako postoji relacijski model M za koji M E F.

Ako je formula globalno ispunjiva, ujedno je i lokalno ispunjiva. Obrat ne vrijedi.

Kod modalnih logike se obi¢no govori o lokalnoj ispunjivosti. To donekle odudara od logike
prvog reda gdje se govori o ne¢emu $to je mozda vise u duhu globalne ispunjivosti. Tj. u slucaju
LPR se govori o postojanju modela, ne o postojanju intepretacije (model s valuacijom) za koju je
formula ispunjiva.

Poznato je da je GL relacijski (lokalno) nekompaktan (v. [1], str. 102-103). Sljedeéa
propozicija karakterizira svjetove u kojima moze vrijediti O F'.

Propozicija 57. Neka je a ordinal u topoloskom modelu (w”,T), te neka o E O"F za neki
n > 0. Tada:

1. a>wm i

1

2. ako pritom i a < w™t!, onda a = w™ - ¢ za neki c € N.

Dokaz. Koristimo indukciju po n, simultano za obje tvrdnje.

Za prvu tvrdnju, za bazu (n = 1), pretpostavimo suprotno i tada imamo da u nekoj tocki
nekog modela za 0 < m < w vrijedi m F QF. No to je nemoguce jer otvoren skup {m} sadrzi m i
samo m, tj. nema druge tocke koja bi morala postojati (i u kojoj bi morao vrijediti F'). Za drugu
tvrdnju, za bazu (n = 1) pretpostavimo da w-p+ ¢ E OF za neke p,q € Ni g > 0. Kao i za bazu
glavne indukcije, postoji jednoé¢lana okolina tog ordinala, kontradikcija.

Pretpostavimo da tvrdnje vrijede za sve brojeve manje od n, te pokazimo da vrijede i za n.
Za prvu tvrdnju: neka o E Q" 1OF. Iz pretpostavke indukcije imamo da je stoga a > w™ L.
Dovoljno je pokazati da imamo kontradikciju za slucaj w" ! < o < w™.

Pretpostavimo dakle taj slu¢aj, o ima CNF:

a=w""1 1 +w % o+ +w- el +co,
gdje su ¢; € N.
No iz pretpostavke indukcije druge tvrdnje slijedi da ¢ = 0 za sve 0 < k < n — 1. Dakle, a
mora ovako izgledati:
a=w""1 ey,
Iz a E O™ F slijedi da u svakoj okolini @ mozemo pronadi tocku 3 razli¢itu od a u kojoj vrijedi
O™ 1F. No u skupu (w" - (cp_1 —1),w" ! ¢,_1) nema tocaka oblika w™~" - ¢, a pretpostavka
«@
indukcije druge tvrdnje pokazuje da samo u takvim totkama moze vrijediti O"~!F. Dakle, ne
moze vrijediti w™ ! < a < W, te iz pretpostavke indukcije imamo o > W™, stoga a > w™.

Sad preostaje pokazati korak indukcije druge tvrdnje. Neka a F O"F i a < w"*!. Tada «

ima oblik:
a=w"cp+w" e 1+ +w-er + o,

Pokazimo jo§ jednom indukcijom da vrijedi sljedeée za 0 < k < n: ako ¢ # 0, onda a ¥ O*¥1G.
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5 POTPUNOST U ODNOSU NA TOPOLOSKU INTERPRETACIJU

Ako ¢y # 0 (baza, tj. k = 0), postoji jednoclana okolina «, pa nikakav izraz oblika OG ne
vrijedi. Uzmimo da tvrdnja vrijedi za 0 < k < n. Dakle a ima oblik:

1

a=w"cp+w e+ Wl e

U dovoljnoj maloj okolini « stoga svaki ordinal § ima oblik:
B:wn .Cn+wn71 .Cn_1+...+wk . (Ck-l)-‘-“‘-‘-wkil . (Ck—l)a

gdje je [ neki pozitivan prirodni broj. No kako iz pretpostavke indukcije za takav broj S slijedi
B ¥ OFH1G! ni za koji G, onda specijalno ¥ OFG. No onda a ¥ OFF1G.

U izvornoj indukciji, pretpostavimo da je neki 0 < k < n — 1 razli¢it od nule. Fiksirajmo
najvedi takav k. Tada iz dokazane pomoéne tvrdnje slijedi da nijedan izraz oblika ¢*+1On—1=kG
ne vrijedi u a. Formula F' je takvog oblika, pa o # F. Stoga pretpostavka da jeneki 0 <k <n—1
razli¢it od nule nije odrziva, odnosno o mora imati trazeni oblik w™ - c.

O

Definicija 58. Formula F' je w® lokalno topoloski ispunjiva ako postoji tocka a € w* mekog
topoloskog modela (w¥, R) za koju vrijedi o E F.

Teorem 59 (w* lokalna topoloska nekompaktnost). Postoji skup formula I' éiji je svaki konaéni
podskup ispunjiv u ordinalu nekog topoloskog modela, ali cijeli skup T' nije ispungiv niti v jednom
ordinalu nijednog w* topoloskog modela.

Dokaz. Kao u klasicnom dokazu nekompaktnosti za relacijsku semantiku (tranzitivni inverzno
dobro fundirani okviri), uzmimo skup formula

= {Op1} U{O(pi — Opi+1) | i € N}.

Konjunkcija K svakog n-clanog konac¢nog podskupa od I' je istinita u korijenu modela relacijske
semantike gdje W ima n elemenata, a R je tranzitivno zatvoren lanac (strogi linearan uredaj)
nad W, te je relacija V maksimalna. Zbog toga i teorema 23 imamo da —K nije teorem GL.
Zbog toga i korolara 54 postoji model M = ((w*,T),V) za koji M ¥ K. To dalje znaci da za
neki ordinal a € w¥, vrijedi M, a F K. Kako je K konjunkcija proizvoljnog kona¢nog podskupa,
imamo da je svaki konacan podskup I' ispunjiv.

Sad pretpostavimo da je u nekom ordinalu « nekog topoloskog modela M istinita svaka
formula iz T'.

Fiksirajmo najmanji takav a (to smijemo zbog dobre uredenosti ordinala). Lako je (npr.
zakljuc¢ivanjem u relacijskoj semantici te pozivanjem na teorem 23 i korolar 54) vidjeti da tada
mora vrijediti

ak O"pn,

za svaki n € N. Ovako « izgleda u CNF:
a=w"cp+w" ey 1+ Fw- el + .

Po prethodnoj propoziciji imamo da o ¥ "*1p, 1, §to je kontradikcija s tvrdnjom da a F O"p,
vrijedi za svaki n € N. No, onda nije mogao postojati o u kojem su istinite sve formule iz I'.
O

Definicija 60. Ako u svakoj tocki x € X svakog topoloskog modela iz neke klase modela (ovisno
o kontekstu, svih modela, rasprienih modela ili samo w* ) u kojoj je istinita svaka formula iz T’
vrigedi © F', pisemo I'F F'.

25



LITERATURA

Definicija 61 (Jaka potpunost). Sustav modalne logike L je jako potpun u odnosu na odredenu
semantiku S ako za svaki skup (modalnih) formula T vrijedi da T Eg F povlaci T Fp, F.

Korolar 62 (Nedostatak jake potpunosti). GL nije jako potpun u odnosu na w* topolosku
nterpretaciju.

Dokaz. Neka je I' kao u dokazu nekompaktnosti.
Tada imamo I' E L, no kako se u hilbertovskom dokazu moze javiti samo konac¢an podskup I’
za, ¢iju smo konjunkciju pokazali da je lokalno topoloski zadoljiva, vrijedi T" ¥ L. O

Napomena 63. Gornje se turdnje odnose na semantiku koju ¢ini prostor (w*,T) (Blass/Abashidze
interpretacija), ne i na semantiku koju ¢ini klasa svih rasprsenih prostora (Esakijina interpreta-

cija).
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